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紐の力学に関する研究
(第3報)紐の運動方程式について
矢井田修
Studies on Mechanics of String 
(Part 3) Equations of Motion for String 
OSAMU YAlDA 
序 論
紐状物体(糸も含む)の動力学的挙動は二次元の場合
と比較して三次元になると非常1(.複雑となる。しかし.
多くの被服材料製造のための繊維機械において糸の状態
(紡績糸あるいはフィラメン卜糸)で高速で移動する乙
とが多く(粉紡，製織，編組工程など)，また品終製品
としての糸，紛の状態でも使用目的によって三次元的運
動をする湯合が少なからず存在する。
ζζでは紐状物体の運動4ζ関する理論を乙れまでの多
くの研究者逮の研究を参考にして展開する。繊維機械に
おける糸の運動としての代表的なものは精紡工程におけ
るパルーニンク"であるが，乙れ1(，ついては線:!~ I， )Maぷ)
Ames， LeeとZa即 jkど多くの報告がある。その他
の工程κ関しては，例えは.紡糸における線状体の運動に
ついての加瀬，必dもPearsonとMatovich5)らの研究が
が走行する糸の鰍iζついての一般的な解析はBroer
らによって紹介されている。
紐状物体の三次元的運動の一般的な解析は古典的な微
分幾何学および力学を用いてなされる場合が多ょいと
こて、は連続体力学の手法を用いて解析する。
連続体を厳密lζ定義するには多くの数式を必婆とする
ので乙乙では省略するが，簡単に云えI;t'， 例えばその物
質のある点での密度が ρ=lim(mn/企 v)なる数学的
。・ー・0
な極限値ICよって表わされるような仮想物質の乙とを述
続体という。乙乙でmは分子の質量，nはその物質の微
小体積δu中IC含まれる分子数である。乙のような定義
から紐もしくは糸などを.i!t!続体とみなして良L、かどうか
が問題となるが，フィラメント糸は十分条件を満たして
いる。ただ，紡綴糸，紐などのように内部に空気を多量
に含むものについては二栂構造となるが，解析に種々の
仮定を泣いて一応述続体であると考える乙とにする。
理 論
1 紐の運動学的表示
一般に連続体の運動を解析するのに2つの方法，すな
わちEulerの方法とLagrangeの方法が用いられる。
Eulerの方法とは空間固定座標系を用い，物体の速度
などを空間内1(.固定した点、の位置 (Xj)と時間(t)
の関数として取倣うもので空間内の各点における運動状
態， およびその時間的変化を知るのに便利である。した
がって連続体の速度 的 はXjとtの関数で， Vj = V， 
(X， t)のように表わされる。 Lagrangeの方法では，
連続体を微小な部分の無数に多くの集合体とみなし，あ
る時刻において，ある微小部分に注目し，その位置をa
とすれば.それから時間が経過した後の位置をXjとし
た時，引は最初の位置 。jと時間 tの関数となり Xj
= Xi (a， t)のように表わされる。したがって， L
agrangeぷ示による着目した微小部分ajの速度九
( a ¥ 1) は号 =(oxi/ot) a のように 引 を一定iζ
保って%を tについて微分すれば得られる。
紐の運動を記述するときにEuJer座標を用いるのか，
それともLagrange座標を用いたらいいのかが問題とな
るが，乙れは運動方程式および境界条件の復雑さによっ
て変わる。一般に紐の運動を考える場合， Euler座標に
よりもLagrange座標を使う方が微分方程式は簡単とな
る。なぜなら，質量保存則，運動方程式やエネルギ保存
則は紐の運動している要素iζ閥速しているからである。
、
???
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しかし，織維機械は当然空間に固定されているので，初
期条件や境界条件を与える樹合.Eluer座標を用いる方
が簡単である。
2 仮定
紐の運動方程式を導くにあたり，次の様な仮定を設け
る乙とKする。もちろん乙の仮定は研究目的によって多
少変更しなければならないが，乙ζでは一般的と思われ
るものを設定する。
1.紐はいたると乙ろ等質である。
ζれは，紐を精成する各部分においてその力学的.徳
造的，熱的特性が同じであることを意味する。
2.紐のねじりは考慮しない。
紐のねじりを考えると，例えば太さが変わるとか燃縮
みを生じるといったζとも配慮しなければならないので
方程式が複雑となる。
3 紐の質量の変化はない。
乙れは，紐が巡動しているときその質量が増加したり，
減少したりする乙とがないことを意味する。
4 紐は弾性を有し，弾性限度内ではフックの法目1]ζ従
つ。
3目紐の運動理論
3. 1 力のつり合いの条件
-T - ~固
図2 紐の張力と外力
また，図21ζ示すような外力P=P(s.t)と糸に
かかる張力T=T(s.t)を考えると，力のつり合い
から，
m*dS12=m*dsP+d T 一一一 (3) 
ζζで否は加速度である。
速度V=V(s.t)の変化率，即ち加速度は溺所と
対流の変化率の和として表わされ，実質微係倣(D/Dt)
とEuler表示で・表わすと，
DV oV ;-;-一
ーー =一一+V divV 一一一一- (4) 
Dt ot 
一次元の場合には
DV o V lT oV 一一一=一一一一+V一一一一一一一一 (5) 
Dt o t o s
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図1 紐中の微小部分
図 1ζ示すように.紐の任意の点からsの距雛にある
紐の微小部分dsについて考える。乙の時，図 1における
曲線の接線方向の速度はsと時間tの関数となりV=v
( 5 • t )で表わされる。
未伸長の糸の単位長さ当たりの質電をmとし.糸が伸
長した時の単位長さ当たりの質量をイとすると.f申び名
εとしてm"'，ま次式で表わされる。
魯 ff‘
m =一一一一一=1m -一一一一一 (1) 1 +ε 
一一一一 (2)
(3)式1:(1)式及び(5)式を代入すると.
m(21+74-F)=↓ 2工-(6) 
ot o s . J f' oS 
ζ乙で，曲線の接線及び法線方向の成分表示について，
7を媛線方向の単位ベクトル，万を法線方向の単位ベク
トル. Rを曲率半径.PtとPnを外力の同じ成分の初
とすれば.曲線の倭線方向の速度ベクト JレVと外力Pは
また次式で表わされる。
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一一一←ー (8)
(9) 
臼0
(2 ) 
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171-ω)式を161式lζ代入すれば，
m(75+互主+汗長一piT-Pn } 
十 (73子吋)-01 
乙乙で a t dt n 
as ds R 
(11式を綾線方向放び法線方向の成分表示l乙直せば次式
が得られる。
av .. aV ~ 1 aT、
一一一+V一一一Pt=一一一一一一 l -at 'as '. f'm θs I 
ト-U3 
V2 ~ 1 T 1 一一一.-- ， R • " f 'm R )
3. 2 連続の式
紐を連続体とすれば質量保存則すなわち連続の式が成
立するア
いま ρ(S ， t )を場所 5，時五IJtIζおける連続体の
干密度‘ρ'を単位長さ当たりの也:度(線密度)とし，断面
績をAとすれは‘次式が成立する。
ρ=ρA 
質盈保存の法則により単位時間当たりのある紐要業の
質程変化はゼロである。したがって，
一旦一lρ'ds = 0 一一一一一-(14) 
Dt J， 
乙れをEuler表示ILよる連続の式1ζ変換すると，
合[ρ吋 (子 ρ会}ds = 
f，{子会(ρV} ds = 0 日
結局，
iε:+-iー (ρ'V)= 0 
a t a s 一一一日
また伸張する連続体の場合には， ρ'の代わりに伸長関
数 f(= 1/1 +ε)を鐙換える ζ とができ，次式とな
る。 。f
一一一+一一一(fV)= 0 一一一 日明。t a s 
3. 3 エネルギ方程式
μを単位質量当たりの内部エネルギとすれば紐の単位
長さ当たりの内部エ不Jレギはρ'μ となる。乙とで単位時
間及び単位長さ当たりに輸送される熱量qを導入し，紛
の微小部分dsの両末端S，とらを通る熱流東Q(S， ) 
とQ(S2 )を考える。エネルギ保存の法則から，微小
部分dslζ単位時間当たりに輸送される総熱量と外力lζよっ
てなされる全仕事量の和は単位時間当たりの微小部分の
( 3 ) 
内部エネルギと運動エネルギの和の変化率l乙等しくなる。
したがって，
すか什 ρ子)ds十の-Q(ら)+ω，) 
+T'V2一子・吋同s _-U目
こ乙で V，， V2はそれぞれ S，， S2 fLおける紐の
速度ベク卜 Jレである。
3. 4 強力と伸びとの関係
紐の変形挙動は多くの因子に依存している。例えば，
紐の粘q単位的性質tζ及ぼす温度.相対湿度の影響や，紐
の構造，引張り特性，紐lζ加わる外力の1時間的な長さな
とがある。しかし繊維機械における糸の速度は非常・lζ大
きく，糸は短時間に運動するので時間因子の影響はあま
り大きくなく，ある瞬間における伸びは張力lζ依存する
乙とが多い!)
乙とで図 3Iζ/]¥すような応力。=0 (ε)の曲線を考
える。乙の曲線を微小区間において直線化するζとがで
きるとすれば，適当な定数 σ。と Eを用いて ε，:'玉ε三五
ε2の範聞で次のように舎く乙とができる。
。=00 + Eε(ε， ~玉 ε 三五ε2 )一一ー U91 
3. 5 一般化した基礎方程式
(19)式を121式IL代入し， fのi説明数をまず求める。
T 
一-On Iσ-σ" A 士ー一=1+ε=1+一一一ー ム=1+ 「ーマ一一
! Eι 
(E-σ。)A+T
AE 
一一一一一関
(加式を問式と間式l乙代入すれば， 一般化した基礎方程
式を得るo
aV •. av ~ 1 (E-oo)A+T aT +V-_--Pt=一一・ ~.-a t a s -. m AE a s 
ど-Pn=よ (E← 00)A十T 工
" m AE R 
白1
/t (ι?日)+去CE-詰可)= 0 
考察および方法
紐状物体(糸も含む)が繊維機械中あるいはその他の
応用分野で実際にはとのような拘束を受けて運動してい
るか，また方向変化のある場合はどうなるか，定7it状態
の運動の場合はとうなるか，なとILついて考察する。
1.ある空間固定点で摩擦により方向変化する場合
繊維機械において糸がある空間の固定点で方向変化を
する場合が多く，その時糸とガイド等との聞に摩擦力が
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。 ε1εε2. ε 
図3 応力一伸び率の関係
生じる。そζでは摩僚によって，糸方向に垂直な反力Pn
と摩擦力μKnが働く。乙乙でμは糸と物体との摩擦係
数である。
紐にかかる外力の内，紐曲線の緩線方向の分力Ptを
摩篠カと他のカの合計と して次式で表わす。
Pt =μPn + b 悶
悶式を用いて，凶式の l番目と2番目の式を結合すれ
ば次の方程式系を得る。
aV."aV {V
2 
1(E-oo )A+T Tl 一 一 一 一一 一一一 一、
a t a s ，_. I R m AE R I 
1 CE-oo)A+T aT 
-b =一一 ・ー ー ト凶
m AE as 
。( AE ¥ o ( VAE ¥ 。T¥CE-Oo)A+T)+as-¥ CE-Oo)A+T)=U 
2.紐が定常運動する場合
紐が定常運動する場合，時聞に関して独立となるので
闘式の第2式は任意の定数 C1を用いれば次式となる。
VAE = C1 一一一一一一一凶CE-oo) A+T -， 
したがって
T= AE (士一1)+ooA 悶
間
側-Oi)式を凶式の第 l式IC代入すると，
V dV (ト AEn¥-V2 (1- AEn ¥-ι 
ds ¥' mC~ / 曹¥. mc~ I R 
口 (E-σ。)Aμ . ^同一一一一一一mC1 R 
(. AE ¥ 
両辺を{ト耳石千)で割ると，
CE-oo)Aμ 
dV ..?μm C1 R b V一一一V.一一V 一一一一一一=0一一側ds . R ' AE AE 
• mC~ • mC~ 
乙乙で次の記号を導入する。
c= _ b ー
1 -~ mC~ 
(E-σ。)Aμ
mC. R 
2η= ‘ 
間
目。
C 4 ) 
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3.定?古巡動中に方向変化をする場合
空間のある一定な湯所で定常運動をしながら紐状物体
が方向変化をする楊合が繊維機械では多く存在する。さ
らにその湯合桜線方向の力として摩織力が支配的なもの
となる乙とが多い(空気摩擦力をと乙では考えなしつ。
乙の時，8=c=0となり，咽式は次式となる。
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との式に，00)式と(31)式を代入すると ，S = SI で V=
V1の境界条件のもとで次式が得られる。
(E-σ。)A 川 、
/ 耳ー石一¥~S- Sl) 
V=I V，一一一一一一一一l¥‘ AE / 
耳石:-liE旦主一
m C1 
AE 
mC1 - 1 
また， (21， U!Iと制式から，
一一一関十
c，=」」=v，f1
1+ε1 
乙れをIli)式lζ代入すると次式が得られる。
r ((E-On) Af， ¥告(s-s 1) 
V=V ， < I I -'~ u 内~ I e I、
'1 ，- AE-mVi fi / 
+(E-co)Afl lm 
AE-mV1f1 I -
間
したがって側式を用いれば，実際の被服材料理製造機械
においてしばしば生じる，紐状物体(糸も含む)が方向
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変化を定常的1 :行う場合の速度の~滅や張力の程度を見
積ることができる(紐の断面積，質量， f申び率， 紐とガ
イドとの摩僚係数，紐のs-s曲線，曲率半径と方向変
化場所での速度がわかっていれば良い。)
結 論
総状物体(糸も含む)の運動について，実際の被服材
料製造機械 (縫製機械や精紡機など)中の運動を考慮し，
節々の仮定を置いて運動方程式を導いた。
ζの時，紐を連続体であるとみなし， 3つの物理法則，
すなわち質量保存の法目IJ(連続の式)，連動量保存の法
日IJ(運動方程式)とエネルギ保存の法則(エネルギ方程
式)を用いた。
乙乙で得られた運動方程式は三次元空間を何の拘束も
なしκ自由に運動するような紐状物体に対しては適用で
きないけれども，糸ガイドによって方向を変化させられ
る場合とか，船 ・飛行機などで荷物を運搬する級とか曳
航用紐の運動』ζ対して応用可能であって，かなりの一般
性を持っていると考えられる。
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Summary 
In order to derive a mathematical formulation for the behaviour of a running string that pass yarn guides， friction 
elements， heating elements etc， three physicallaws are essential. They are the law of conservation of mass， the equation 
of motion and th巴lawof conservation of energy. 
In this paper， the general equations of motion for a running string were given泊 Euleriancoordinates with respect 
to a fixed system of coordinates.τlte general form of the equations enables one to apply them easily to many problems 
in various stages of textile proωssing， such as drawing， spinning， weaving and knitting. 
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